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数学一试题

一、选择题：1～8小题，每小题4分，共32分，下列每小题给出的四个选项中，只有一项符合题目要求的，请将所选项前的字母填在答题纸指定位置上.
（1）已知极限
[image: image1.wmf]0

arctan

lim

k

x

xx

c

x

®

-

=

，其中
[image: image2.wmf],

ck

为常数，且
[image: image3.wmf]0

c

¹

，则（  ）

（A）
[image: image4.wmf]1

2,

2

kc

==-


（B）
[image: image5.wmf]1

2,

2

kc

==


（C）
[image: image6.wmf]1

3,

3

kc

==-


（D）
[image: image7.wmf]1

3,

3

kc

==


（2）曲面
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为四条逆时针的平面曲线，记
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（5）设矩阵A,B,C均为n阶矩阵，若
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（A）矩阵C的行向量组与矩阵A的行向量组等价

（B）矩阵C的列向量组与矩阵A的列向量组等价

（C）矩阵C的行向量组与矩阵B的行向量组等价

（D）矩阵C的行向量组与矩阵B的列向量组等价

（6）矩阵
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相似的充分必要条件为
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（7）设
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（8）设随机变量
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二、填空题：9(14小题，每小题4分，共24分，请将答案写在答题纸指定位置上.
(9)设函数
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（13）设
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（14）设随机变量Y服从参数为1的指数分布,
[image: image67.wmf]a

为常数且大于零，则
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三、解答题：15—23小题，共94分.请将解答写在答题纸指定位置上.解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤.
（15）（本题满分10分）

计算
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（16）（本题满分10分）

设数列
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（I） 证明：
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（II） 求
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（17）（本题满分10分）
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（18）（本题满分10分）

设奇函数
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（19）（本题满分10分）

设直线L过
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所围成的立体为
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（I） 求曲面
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（20）（本题满分11分）
设
[image: image89.wmf]101

,

101

a

AB

b

æöæö

==

ç÷ç÷

èøèø

，当
[image: image90.wmf],

ab

为何值时，存在矩阵
[image: image91.wmf]C

使得
[image: image92.wmf]ACCAB

-=

，并求所有矩阵
[image: image93.wmf]C

。
（21）（本题满分11分）
设二次型
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（I）证明二次型
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（II）若
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（22）（本题满分11分）
设随机变量的概率密度为
[image: image101.wmf]2

1

03

()

4

0

xx

fx

ì

<<

ï

=

í

ï

î

其

他

，令随机变量
[image: image102.wmf]21

12

12

x

Yxx

x

£

ì

ï

=<<

í

ï

³

î

,

（I）求Y的分布函数

（II）求概率
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（23）（本题满分11分）
设总体
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其中
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为未知参数且大于零，
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的简单随机样本.
（1）求
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的矩估计量；
（2）求
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的最大似然估计量.
2013年全国硕士研究生入学统一考试

数学一试题答案
一、选择题：1～8小题，每小题4分，共32分，下列每小题给出的四个选项中，只有一项符合题目要求的，请将所选项前的字母填在答题纸指定位置上.
（1）已知极限
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【答案】D

【解析】
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（2）曲面
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【答案】A

【解析】设
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【答案】C

【解析】根据题意，将函数在
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（4）设
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【答案】D

【解析】
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利用二重积分的几何意义，比较积分区域以及函数的正负，在区域
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（5）设矩阵A,B,C均为n阶矩阵，若
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（A）矩阵C的行向量组与矩阵A的行向量组等价

（B）矩阵C的列向量组与矩阵A的列向量组等价

（C）矩阵C的行向量组与矩阵B的行向量组等价

（D）矩阵C的行向量组与矩阵B的列向量组等价

【答案】（B）

【解析】由
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（6）矩阵
[image: image165.wmf]11

11

a

aba

a

æö

ç÷

ç÷

ç÷

èø

与
[image: image166.wmf]200

0b0

000

æö

ç÷

ç÷

ç÷

èø

相似的充分必要条件为
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【答案】(B)

【解析】由于
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【答案】（A）

【解析】由
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（8）设随机变量
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【答案】（C）
【解析】由
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PYcPXcPXcXca

>=>=<->=

或


二、填空题(9～14小题，每小题4分，共24分．请将答案写在答题纸指定位置上)．
(9)设函数
[image: image202.wmf]()

fx

由方程
[image: image203.wmf](1)

xy

yxe

-

-=

确定，则
[image: image204.wmf]1

lim(()1)

n

nf

n

®¥

-=

                 ．

【答案】1

【解析】
[image: image205.wmf]0

1()1

lim(()1)lim(0)

nx

fx

nff

nx

®¥®

-

¢

-==


       由
[image: image206.wmf](1)

xy

yxe

-

-=

，当
[image: image207.wmf]0

x

=

时，
[image: image208.wmf]1

y

=


      方程两边取对数
[image: image209.wmf]ln()(1)

yxxy

-=-


      两边同时对
[image: image210.wmf]x

求导，得
[image: image211.wmf](

)

1

1(1)

yyxy

yx

¢¢

-=--

-


将
[image: image212.wmf]0

x

=

，
[image: image213.wmf]1

y

=

代入上式，得
[image: image214.wmf](0)1

f

¢

=


(10)已知
[image: image215.wmf]32

1

xx

yexe

=-

，
[image: image216.wmf]2

2

xx

yexe

=-

，
[image: image217.wmf]2

3

x

yxe

=-

是某二阶常系数非齐次线性微分方程的3个解，该方程的通解为
[image: image218.wmf]y

=

                 ．

【答案】
[image: image219.wmf]32

12

xxx

yCeCexe

=+-


【解析】因
[image: image220.wmf]32

1

xx

yexe

=-

，
[image: image221.wmf]2

2

xx

yexe

=-

是非齐次线性线性微分方程的解，则
[image: image222.wmf]3

12

xx

yyee

-=-

是它所对应的齐次线性微分方程的解，可知对应的齐次线性微分方程的通解为
[image: image223.wmf]3

12

xx

p

yCeCe

=+

，因此该方程的通解可写为
[image: image224.wmf]32

12

xxx

yCeCexe

=+-


(11)设
[image: image225.wmf]sin

sincos

xt

yttt

=

ì

í

=+

î

（
[image: image226.wmf]t

为参数），则
[image: image227.wmf]2

2

4

t

dy

dx

p

=

=

                 ．

【答案】
[image: image228.wmf]2


【解析】
[image: image229.wmf]sincossincos,cos

dydx

ttttttt

dtdt

=+-==

， 
[image: image230.wmf]cos

cos

dytt

t

dxt

==

，

        
[image: image231.wmf]()

1

dy

d

dx

dt

=

，所以
[image: image232.wmf]2

2

1

cos

dy

dxt

=

，所以
[image: image233.wmf]2

2

4

2

t

dy

dx

p

=

=


(12)
[image: image234.wmf]2

1

ln

(1)

x

dx

x

+¥

=

+

ò

                 ．

【答案】
[image: image235.wmf]ln2


【解析】
[image: image236.wmf]1

2

111

ln1ln1

ln()

(1)11(1)

xx

dxxddx

xxxxx

+¥+¥+¥

+¥

=-=-+

++++

òòò



[image: image237.wmf]11

11

111

[lnln(1)]lnln2

(1)11

x

dxdxxx
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+¥+¥

æö

=-=-+==

ç÷

+++

èø

òò


（13）设
[image: image238.wmf]ij

A(a)

=

是三阶非零矩阵，
[image: image239.wmf]|A|

为A的行列式，
[image: image240.wmf]ij

A

为
[image: image241.wmf]ij

a

的代数余子式，若
[image: image242.wmf]ijij

aA0(i,j1,2,3),____

A

+===

则


【答案】
[image: image243.wmf]1

-


【解析】


[image: image244.wmf]0

ijij

aA

+=

由

可

知

，


[image: image245.wmf]*

T

AA

=-



[image: image246.wmf]112233112233

33

22

11

0

iiiiiijjjjjj

ijij

ji

AaAaAaAaAaAaA
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==

=++=++

=-=-<
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[image: image247.wmf]2

*

,=-1.

T

AAAAA

==-=-

从

而

有

故


（14）设随机变量X服从标准正态分布
[image: image248.wmf]~N(0,1)

X

,则
[image: image249.wmf]2

()

X

EXe

=​​ ________。
【答案】
[image: image250.wmf]2

2

e


【解析】由
[image: image251.wmf](

)

0,1

XN

:

及随机变量函数的期望公式知


[image: image252.wmf](

)

(

)

2

2

1

24

222

22

11

2

22

x

x

Xx

EXexeedxxedxe

pp

éù

+¥+¥

----

êú

ëû

-¥-¥

===

òò

.
三、解答题：15—23小题，共94分.请将解答写在答题纸指定位置上.解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤.
（15）（本题满分10分）

计算
[image: image253.wmf]1

0

()

,

fx

dx

x

ò

其中
[image: image254.wmf]1

ln(1)

()

x

t

fxdt

t

+

=

ò


【解析】
[image: image255.wmf]1111

0

000

ln(1)

()1ln(1)

x

x

t

dt

fxt

t

dxdxdxdt

t

xxx

+

+

==-

ò

òòòò



[image: image256.wmf]111
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dtdxtdtdt

tt

xt

+++

=-×=-×=-
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[image: image257.wmf](
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1
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4
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（16）（本题满分10分）

设数列
[image: image258.wmf]{}

n

a

满足条件：
[image: image259.wmf]012

3,1,(1)0(2),

nn

aaannan

-

==--=³



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image260.wmf]()

Sx

是幂级数
[image: image261.wmf]0

n

n

n

ax

¥

=

å

的和函数，

（III） 证明：
[image: image262.wmf]()()0

SxSx

¢¢

-=

,

（IV） 求
[image: image263.wmf]()

Sx

的表达式.

【解析】（I）设
[image: image264.wmf]0

()

n

n

n

Sxax

¥

=

=

å

，
[image: image265.wmf]1

1

()

n

n

n

Sxanx

¥

-

=

¢

=

å

，
[image: image266.wmf]2

2

()(1)

n

n

n

Sxannx

¥

-

=

¢

=-

å

，

因为
[image: image267.wmf]2

(1)0

nn

anna

-

--=

，因此
[image: image268.wmf]22

2

220

()(1)()

nnn

nnn

nnn

SxannxaxaxSx

¥¥¥

--

-

===

¢¢

=-===

ååå

；

（II）方程
[image: image269.wmf]()()0

SxSx

¢¢

-=

的特征方程为
[image: image270.wmf]2

10

l

-=

，

解得
[image: image271.wmf]11

1,1

ll

=-=

，所以
[image: image272.wmf]12

()

xx

Sxcece

-

=+

，

又
[image: image273.wmf]012

(0)33

aScc

==Þ+=

，
[image: image274.wmf]112

(0)11

aScc

¢

==Þ-=

，

解得
[image: image275.wmf]12

2,1

cc

==-

，所以
[image: image276.wmf]()2

xx

Sxee

-

=-

。

17（本题满分10分）

求函数
[image: image277.wmf]3

(,)()

3

xy

x

fxyye

+

=+

的极值.

【解析】
[image: image278.wmf]33

22

33

'()(+y+)0

33

'()(1+y+)0

33

xyxyxy

x

xyxyxy

y

xx

fxeyexe

xx

feyee

+++

+++

ì

=++==

ï

ï

í

ï

=++==

ï

î


解得
[image: image279.wmf]42

(1,),(1,)

33

---

，

[image: image280.wmf]33

222

33

22

33

''(2)()(+22+)

33

''+()=(+++1)

33

''(1)(+2)

33

xyxyxy

xx

xyxyxy

xy

xyxyxy

yy

xx

Afxxexyexxye

xx

Bfexyexye

xx

Cfeyeye

+++

+++

+++

==++++=+

==++

==+++=+


对于
[image: image281.wmf]4

(1,)

3

-

点，
[image: image282.wmf]111

2

333

3,,,0,0,

AeBeCeACBA

---

===D=->>



[image: image283.wmf]4

(1,)

3

\-

为极小值点，极小值为
[image: image284.wmf]1

3

e

-

-


对于
[image: image285.wmf]2

(1,)

3

--

，
[image: image286.wmf]555

2

333

,,,=0

AeBeCeACB

---

=-==D-<

,不是极值.

（18）（本题满分10分）

设奇函数
[image: image287.wmf]()

fx

在

[-1,1]

上具有2阶导数，且
[image: image288.wmf](1)1,

f

=

证明：

（III） 存在
[image: image289.wmf](0,1),'()1

f

xx

Î=

使

得


（IV） 存在
[image: image290.wmf](

)

1,1

h

Î-

，使得
[image: image291.wmf]''()'()1

ff

hh

+=


【解析】（1）令
[image: image292.wmf]()(),(0)(0)0,(1)(1)10,

FxfxxFfFf

=-===-=


则
[image: image293.wmf](

)

0,1

x

$Î

使得
[image: image294.wmf]'()0,'()1

Ff

xx

==

即


（2）令
[image: image295.wmf]()('()1),

x

Gxefx

=-

则
[image: image296.wmf]()0,

G

x

=


又由于
[image: image297.wmf]()

fx

为奇函数，故
[image: image298.wmf]'()

fx

为偶函数，可知
[image: image299.wmf]()0

G

x

-=

,

则
[image: image300.wmf](

)

(

)

,1,1

hxx

$Î-Ì-

使
[image: image301.wmf]'()0,

G

x

=


即
[image: image302.wmf]['()1]''()0

efef

hh

hh

-+=

，即
[image: image303.wmf]''()'()1

ff

hh

+=


（19）（本题满分10分）

设直线L过
[image: image304.wmf](1,0,0),(0,1,1)

AB

两点，将L绕Z轴旋转一周得到曲面
[image: image305.wmf],

SS

与

平

面



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image306.wmf]0,2

zz

==

所围成的立体为
[image: image307.wmf]W

，

（III） 求曲面
[image: image308.wmf]S

的方程

（IV） 求
[image: image309.wmf]W

的形心坐标.

【解析】（1）
[image: image310.wmf]l

过
[image: image311.wmf],

AB

两点，所以其直线方程为：
[image: image312.wmf]1

100

111

xz

xyz

yz

=-

ì

---

==Þ

í

=

-

î


所以其绕着
[image: image313.wmf]z

轴旋转一周的曲面方程为：


[image: image314.wmf]22

22222

13

(1)()

224

xy

xyzzz

+

+=-+Þ--=


（2）由形心坐标计算公式可得
[image: image315.wmf]2

22

0

2

22

0

(1)

7

5

(1)

zdxdydz

zzzdz

z

dxdydz

zzdz

p

p

W

W

éù

-+

ëû

===

éù

-+

ëû

òòò

ò

òòò

ò

，所以形心坐标为
[image: image316.wmf]7

(0,0,)

5


（20）（本题满分11分）
设
[image: image317.wmf]101

,

101

a

AB

b

æöæö

==

ç÷ç÷

èøèø

，当
[image: image318.wmf],

ab

为何值时，存在矩阵
[image: image319.wmf]C

使得
[image: image320.wmf]ACCAB

-=

，并求所有矩阵
[image: image321.wmf]C

。
【解析】由题意可知矩阵C为2阶矩阵，故可设
[image: image322.wmf]12

34

xx

C

xx

æö

=

ç÷

èø

，则由
[image: image323.wmf]ACCAB

-=

可得线性方程组：

       
[image: image324.wmf]23

124

134

23

0

1

1

xax

axxax

xxx

xaxb

-+=

ì

ï

-++=

ï

í

--=

ï

ï

-=

î

    （1）


[image: image325.wmf]01001011110111
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---
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ç÷

®

ç÷

+

ç÷

--

èø


由于方程组（1）有解，故有
[image: image326.wmf]10,10

aba

+=--=

，即
[image: image327.wmf]1,0,

ab

=-=

从而有


[image: image328.wmf]010010111

10101100

1011100000

01000000

a

aa

ab

---

æöæö

ç÷ç÷

-

ç÷ç÷

®

ç÷ç÷

--

ç÷ç÷

-

èøèø

，故有
[image: image329.wmf]112

21

12

31

42

1

,.

xkk

xk

kk

xk

xk

=++

ì

ï

=-

ï

í

=

ï

ï

=

î

其

中

、

任

意


从而有
[image: image330.wmf]121

12

1

kkk

C
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++-

æö

=

ç÷
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（21）（本题满分11分）
设二次型
[image: image331.wmf](

)

(

)

(

)

22

123112233112233

,,2

fxxxaxaxaxbxbxbx

=+++++

，记
[image: image332.wmf]11

22

33

,

ab

ab

ab

ab

æöæö

ç÷ç÷

==

ç÷ç÷

ç÷ç÷

èøèø

。
（I）证明二次型
[image: image333.wmf]f

对应的矩阵为
[image: image334.wmf]2

TT

aabb

+

；
（II）若
[image: image335.wmf],

ab

正交且均为单位向量，证明二次型
[image: image336.wmf]f

在正交变化下的标准形为二次型
[image: image337.wmf]22

12

2

yy

+

。
【解析】(1)    

   
[image: image338.wmf]222222222

111222333121212

131313232323
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[image: image339.wmf]2222

11121213131121311213
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12122223231222312223
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=+

则

的

矩

阵

为

（2）
[image: image340.wmf],2,

TTTTTT

AA

aabbaaaabbaabaabbbbb

+=+==+=

令

A=2

则

22

，则1,2均为A的特征值，又由于
[image: image341.wmf]()(2)()()2

TTTT

rArrr

aabbaabb

=+£+=

，故0为A的特征值，则三阶矩阵A的特征值为2,1,0，故f在正交变换下的标准形为
[image: image342.wmf]22

12

2

yy

+


（22）（本题满分11分）
设随机变量的概率密度为
[image: image343.wmf]2

1

03

()

4

0

xx

fx
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=

í

ï

î

其

他

，令随机变量
[image: image344.wmf]21
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î

,

（I）求Y的分布函数

（II）求概率
[image: image345.wmf]{}

PXY

£


【解析】（1）
[image: image346.wmf](
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FyPYy
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由
[image: image347.wmf]Y

的概率分布知，当
[image: image348.wmf]1

y

<

时，
[image: image349.wmf](

)

0

Y

Fy

=

；

当
[image: image350.wmf]2

y

>

时，
[image: image351.wmf](

)

1

Y

Fy

=

；

当
[image: image352.wmf]12

y

££

时，
[image: image353.wmf](
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                     =
[image: image354.wmf]3
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[image: image355.wmf]3

1
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y
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(2) 
[image: image356.wmf]8
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（23）（本题满分11分）
设总体
[image: image357.wmf]X

的概率密度为
[image: image358.wmf](
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其

它

其中
[image: image359.wmf]q

为未知参数且大于零，
[image: image360.wmf]12

,

N

XXX

L

，

为来自总体
[image: image361.wmf]X

的简单随机样本.
（1）求
[image: image362.wmf]q

的矩估计量；
（2）求
[image: image363.wmf]q

的最大似然估计量.
【解析】(1)
[image: image364.wmf]2
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，令
[image: image365.wmf]EXX

=

，故
[image: image366.wmf]q

矩估计量为
[image: image367.wmf]X

.

(2)
[image: image368.wmf]2
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当
[image: image369.wmf]0

i

x

>

时，


[image: image370.wmf]11
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